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Zur Charakterisierung von Lbsungen polyharmonischer Gleiohungen 
im Ganzraum 
1. Motivation 
Wir betrachten die Resolventengleichung 
des polyharmonischen Operators (f E CF(Rn)). Das Prinzip der Grenzabsorption 
gilt fur  e # 0. 1st die Ordnung 2m des Operators kleiner als die Raumdimension n, so ist (1.2) auch fiir e = 0 erfiillt. 
Wir setzen im folgenden 2m 2 n voraus. Es sei z. B. m = n = 3. Dann gilt 
(- A)"ua - zu, = f in nZm (1.1) 
Ue+iT(Z)  - U ~ + ~ O ( Z )  fur  t -1 0 ,  ( - 0 ) m  ue+io - p e + i o  = f in Rs (1.2) 
f(x') dz' + 12 - z'J2 dz' + c, f(z') Jz - z113 dz' + o(1) fiir t J. O . (1.3) 
bl" bln W" s 
Erfiillt f E C?(&%) die Orthogonalitatsbedingungen 
Jf(d) d d  = 0 ,  J f ( d )  X; d d  = 0 ,  i = 1, 2, 3 ,  f(d) Iz'12 ds' = 0 ,  (1.4) 
R" R" d 
so erhalten wir 
uir(X) - uo(x) := c 3 1 f ( z ' )  1z - 2'1, dx' fiir t 4 0 ,  
u1 n 
(1.5) 
( - ~ I ) ~ u , = f  i n R 3 .  ( l . t i )  
Es stellt sich die Frage, oh die LGsung uo von (1.6) durch ihr Verhalten fiir 1x1 -+ 00 charakt,erisiert werdeti 
kann. Fur 1x1 --+ 00 gilt 
Setzen wir dies in (1.5) ein und beachten (1.4), so ergibt sich 
uo(z) = ~ f(z') [(x - z')~ - 5. x'1z'[2]dx' $- 
21x1 
f(x') (z z')~ dx' + 0 fiir 1x1 + 00. (1.8) 
3c3 R' s R' 
Hieraus folgt uo(x) = O(1~1) fur 1x1 -. 00. Durch u(x) := uo(x) + x ist eirie weitere Liisung von (1.6) gegeben, fiir 
die ebenfalls u ( z )  = O(Ix1) fur 1x1 -. 00 zutrifft. Somit kann u, nicht durch das Verhalten fur 1x1 - cx) charakterisiert 
werden. 
Aus (1.8) und (1.4) erhalten wir 
JuO(x)  dS = % 2R h) { J ( x  dS,} dx' + O(R)  = 
1x1 = R R' IzI = R  
= 2nc3R3 sf(i) 1x'l2 dx' + O(R)  = O ( R )  fiir R ---t 00 . 
RS 
Es gilt sogar 
J uo(z) dB, = O(R) fur R -+ 00 fur alle Z,E 8 3 .  
/ ~ - ~ e p l  =R 
Diese Unendlichkeitsbedingung geniigt zur eindeutigen Charakterisierung von uo, wie im folgenden gezeigt wi. 
2. Der Eindeutigkeitsbeweis 
In  diesem Kapitel beweisen wir 
L e m m a 2.1 : Die Differentialgleichung 
( - A ) m u  =f i n &  
1.9) 
3 .  
(3.1) 
Short Lecture Session 16 T 163 -~ 
besitzt hdchstens eine Lo'sung u E CYm(Rn), fur die gilt: 
u(x)dS, = o(Rn-l) fur R -+ 03 f u r  alle X,E Rn. (2.2) 
Ix-z,l=R 
Wir fiihren den Beweis fiir 71 2 3 (Tm Fall 7~ = 2 und n = 1 verlauft der Beweis analog.) Es sei g E C2(Bn).  
Naeh der (ireenschen FormeI gilt 
(T, = Oberfliiche der Einheitssphiire jm Rn). Daraus folgt 
II 
Es sei nun u E Czm(Rn) eine Losung der homogenen Gleichung (-A)" v = 0 in Rn. Wir setzen gk := (-A)m-a v und 
herechnen ( -A)m-k  v dS,. Fur k = 1 ergibt sich aus (2.3) 
Iz-x,J=R 
J (-,4)7'1-1 v dS, = Z',R"- l (  -A)?'1 1 ~ I ( x ~ )  . I X  - 7 0 1  -= R 
lfiirch k-fache Anwendung VOII (2.3) erhalten wir 
mitj geeigneten Konstanten d, E R. Da II eine beliehige Tijsiing der homogenen Gfeiehung war, folgt hieraus Lemma2.1. 
3. Folgeriingen 
Es sei 2m 2 n.  Damit die Liisang uL7 von (1.1) fiir z 4 0 konvergiert, midi 
gelhen. Diese Bedingung ist aqiiivalent zii der Orthogonalitiitsbedingung 
f(z ')  z'P~x'~~~ dz' = 0 fiir p E N; , R E No mit (pl + s 5 
N" s 
Die Grenzfiinktion uo(x) := lim u&) erfiillt (2.1) und ist durch 
7 1 0  
C n  S f ( d )  1 %  - ~ ' 1 ~ ~ ~ - ~ ~  ds' , n ungerrtde , 
(2 - s'(2m-n In (s- 5'1 ds' , n gerade , uo(x) := (3.3) 
gegeben, wobei C,  E B geeignete Konstanten sind. Durch eine zu (1.7) analoge Reihenentwicklung kann gezeigt 
werden, dalj u, die Bedingung (2.2) erfullt. Somit besitzt das Problem (2.1)-(2.2) eine Losung, fallsfc C,"(Rn) der 
Orthogonalitiitsbedingung (3.2) geniigt. Da fur jede homogene Lbsung v das Verhalten von v dS, wegen (2.4) 
genau bekannt ist, gilt sogar der folgende Alternativsatz. IZ ~ o l = R  
Satz  3.1: Es sei 2m 2 n u n d f c  Cr(Bn). 
( i )  Erfulltfdie OrthogoizalitatsbedingunS (3.2), so gibt es eine eindeutig bestimmte Ldsung von (2.1)-(2.2). Sie ist 
(ii) 1.vst (3.2) nicht erfiillt, so besitzt (2.1)-(2.2) k i n e  Lii~wng. 
durrh (3.3) gegeben. 
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